Extremvardesproblem

#matematik #flervariabelanalys #optimering

Kapitel: 14.1-14.2 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Kritiska punkter, Gradient och

riktningsderivata, Partiella derivator

1. Fragan vi stidller

Givet en funktion f(z,y) och en delmangd K C R? — vilka dr f:s stérsta och minsta

virde pd K, och i vilka punkter antas de?

Grundtanken

Soket efter globala extremvéarden delar upp K i tva zoner: det inre, dar en
extrempunkt maste vara kritisk, och randen 0K, dar f blir en funktion av farre
variabler som man kan optimera separat. Resten av jobbet ar att lista alla

kandidater och jamfora.
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Bilden ovan illustrerar det generella laget: en kontinuerlig funktion (f — fargskalan) pa
ett kompakt omrade K (det inneslutna omradet) antar bade ett storsta varde (max, rod)
och ett minsta varde (min, bld). Var uppgift ar att lokalisera dem.

&) Weierstrass sats

Om f ar kontinuerlig och K ar kompakt (slutet och begransat) s& antar f bade ett
maximum och ett minimum pa K. Fragan ar aldrig om extremvéarden existerar —

bara var de ligger.

2 Tecken pa 0

Symbolen 01 K betyder rand — den har ingenting med partialderivator att géra,
trots notationen. Det ar en av flervariabelanalysens trasiga vanner: samma symbol,
tva betydelser.

2. Var kan kandidaterna ligga?



Antag att (mo, yo) € K aren punkt dar f antar sitt storsta varde (analogt for minsta).
D& méste (g, Yo ) vara av en av féljande tre typer:

1. Inre kritisk punkt — (g, Yo ) ligger strikt innanfér K och uppfyller V f = 0, dvs.
fo(®0,%0) =0 och  fy(20,30) = 0.

2. Inre singulér punkt — (z, yo) ligger strikt innanfor K men f; eller f, existerar
inte dar.

3. Randpunkt — (20, y0) € OK. Har galler inte nédvéndigtvis V f = 0; randens
geometri kan tvinga f att vara stor (eller liten) i en punkt som dnda inte ar kritisk i
hela planet.

inre kritisk
V=0

randpunkt pa 9K

oK

inre singular
x eller f, saknas)

¢ Varfor just dessa tre?

I eninre punkt dar f ar differentierbar och inte kritisk, pekar V f at nagot hall —
och da kan man réra sig en liten bit dit och éka f. D& kan punkten inte vara ett max.
Argumentet galler bara sa lange man fdr flytta sig fritt i alla riktningar, vilket man
bara far i det inre. Pa randen &r man inlast.



3. Metod — steg for steg

&) Receptet

1.

Inre kritiska punkter. L6s ekvationssystemet f, = 0, f, = 0 och behall de
l6sningar som ligger strikt innanfor K.

. Inre singuléra punkter. Identifiera punkter dar f, eller fy inte existerar. For

polynom finns inga.

. Randen. Parametrisera 0K styckevis. P& varje stycke blir f en

envariabelsfunktion — derivera, satt lika med noll, plocka ut alla lokala
extrempunkter samt andpunkter/horn.

. Jamfér. Listan av kandidater ar andlig. Rakna f i varje punkt och valj storsta

och minsta vardet.

I\ Vanliga fallgropar

Glomt randen. Inre kritiska punkter ger inte hela bilden om K ar kompakt.
Behallit kandidater utanfér K. En losning till Vf = 0 som ligger utanfér K
ar inte en kandidat — kasta bort den.

Glomt hérnen. Pa en styckevis slat rand ar hérnen alltid kandidater, aven om
f inte ar kritisk dar.

Forvaxlat lokala och globala. Lokala extrempunkter inne i K ar kandidater,
inte automatiskt svaret — jamfér med randvardena.

&) Bivillkor i forkladnad

Steg 3 — randundersokningen — ar samma sak som att optimera f under bivillkoret
att (x, y) ligger pa randen. Nar randen ges som en nivakurva g(z, y) = 0 anvands
ofta Lagranges multiplikatormetod istallet for parametrisering.

4. Exempel — skivan

:= Exempel 1 — f p& enhetsskivan >
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5. Exempel — triangeln

:= Exempel 2 — f pé en triangel >

6. Vidare — bivillkor och randundersékning

N&r randen &r beskriven implicit — som en nivakurva g(z, y) = 0 snarare &n styckevis
parametriserad — blir steg 3 ofta enklare med Lagranges multiplikatormetod. Da s6ks
punkter dir V f = —AVg, dvs. dér nivakurvorna till f tangerar bivillkoret.

¢ Samma idé, annan sprakdrakt

Randundersokning genom parametrisering och randundersokning via Lagrange ger
samma kandidater. Vilken metod som ar enklast beror pa hur randen ar given:

o Latt att parametrisera (rat linje, cirkel, ellips): parametrisera och derivera.
o Implicit nivdkurva (g(x,y) = 0 med messig form): anvand Lagrange.

7. Sammanfattning

¢ Checklista fér extremvardesproblem

Givet f kontinuerlig pa ett kompakt omrade K C R?:

1. Inre kritiska punkter — l6s V f = 6 behall bara l6sningar inuti K.

2. Inre singulara punkter — punkter dar partialderivatorna inte existerar.

3. Randen O K — parametrisera styckevis, derivera, samla alla inre
extrempunkter och horn.

4. Jamfor alla kandidater. Storst = max, minst = min.
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Var i K Villkoxr i kandidatpunkten

Inre, slat Vf=0

Inre, ej differentierbar  f; eller f, saknas

Rand (parametriserad) % (z(t),y(t)) =0

Rand (implicit g = 0) ﬁf | ﬁg (Lagrange)

Horn pa styckevis rand  tas med ovillkorligen

Lasning

e 14.1 Extreme Values
e 14.2 Extreme Values on Restricted Domains

Se aven

o Kritiska punkter

e Lagranges multiplikatormetod
o Gradient och riktningsderivata
e Nivakurvor och ytor

e Partiella derivator

Resurser

e 3BluelBrown / Khan Academy: Lagrange multipliers, using tangency to
solve constrained optimizationz — bygger den geometriska intuitionen
for randundersokning.

¢ Khan Academy: Maxima, minima and saddle pointsz

o Wikipedia: Extreme value theoremez
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