Flodesintegraler

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Vektorfalt, Parametriserade ytor, Ytintegraler,
Orientering (kurvor och ytor)

1. Idén — hur mycket “rinnexr igenom”?

Tank dig att Far hastighetsfaltet i en strommande vatska. Genom en yta S flédar det
med en viss takt — sa och sa manga liter per sekund. Flodesintegralen mater exakt den
takten. Mer abstrakt: den mater hur mycket av F' som passerar S, raknat med tecken

efter en vald sida.
Tre saker att halla isar:

Storleken av F i punkten styr hur stor den lokala genomstromningen ar.
Riktningen av F' relativt ytan avgér om det raknas som flode genom — bara

komponenten vinkelrct mot .S bidrar.

Orienteringen av S (vilken sida som ar “ut”) bestammer tecknet.

Grundtanken

Endast F’:s normalkomponent bidrar till flodet. Tangentialdelen “glider langs” och

passerar aldrig ytan.
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2. Definition

L&t S vara en orienterad yta med enhetsnormal 72 och F ett vektorfalt. Flédet av F'
genom S definieras som ytintegralen

@://F’.dng/ﬁ-ﬁds
S S

dar dS = 7 dS ar det vektorvirda arealelementet. Tecknet beror pa orienteringen — se
Orientering (kurvor och ytor).

3. Berakning via parametrisering
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Med S parametriserad av 7(u, v), (u,v) € D, & normalvektorn 7, X 7, och dS =
|7y X 7| du dv. D& férsvinner langden mot normaliseringen:

//Sﬁ'dng/Dﬁ(F(uav)) (P x ) dudv

Tecknet pa 7, X 7, ar det som bestammer orienteringen — om man vill ha “andra

sidan” tar man minus, eller byter parameterordningen.

Specialfall — graf z = f(z,y) uppdtorienterad

FérF(w,y) (CIZ Y, ( y))arrscxry ( for— fya )
//F dS = // —Fif, — szy—I—Fg) dx dy.

4. Egenskaper

o Linjariteti F.
o Additivitet over styckvis slata ytor.

 Orientering: // F.dS = —// F. dg'—byter sida, byter tecken.
) S

« Slutna ytor: konventionen ar utdtorienterad normal. Da raknar man hur
mycket som strommar ut fran det inneslutna omradet, och Gauss sats blir den
naturliga raknemetoden.

5. Exempel

= Exempel 1 — flode av F' = (0,0, 1) genom en halvsfar >
‘= Exempel 2 — elektriskt flode genom en sfar (Gauss lag) >

= Exempel 3 — fléde av F' = (x,y, z) genom enhetssfirens yta >



6. Raknemetod

D) Riakneschema for // F-dS
S

1. Valj parametrisering 7"(u, v) och omradet D.

2. Bestam orienteringen — rakna 7, X 7, och kolla att den pekar &t ratt hall
(annars byter tecknet eller parameterordningen).

3.Rakna ut F' - (7, x T, ) som funktion av (u, v).

4. Integrera Gver D.

Alternativ: ar ytan sluten kan Gauss sats ofta ersatta hela ytintegralen med en
trippelintegral dver divergensen — oftast mycket snabbare.

(N Skaldr # vektor

ffs f dS ar en skalér ytintegral — tecken-okénslig. ffs F. dg ar flodesintegralen
— orienteringsberoende. Forvaxla inte de tva.

Lasning

e 16.6 Oriented Surfaces and Flux Integrals

Se aven

e Ytintegraler

o Vektorfalt

e Orientering (kurvor och ytor)
e (Gauss sats

o Stokes sats

o Divergens och rotation

Resurser

o Khan Academy: Flux in 3Dz
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o Wikipedia: Fluxez
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