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Hogre ordningens derivator

Kapitel: 13.4 - Kurs: MO068M Forkunskaper: Partiella derivator

1. Notation for andraderivator

For en funktion z = f(x, y) erhdlls fyra andraderivator genom att derivera de partiella
derivatorna f1 och fy en gang till.

Indexnotation och Leibniz-notation

82 f 82 f 82 f 82 f
fll_wa f12—8y8$a f21—Ma f22_8—y2

2 Hur man laser Leibniz-notationen

Notation som trad

Utga fran f, derivera m.a.p. x eller y i varje steg:
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:= Berikna alla andraderivator fér f(z,y) = 2y + z° In(zy) >

2. Symmetrisatsen (blandade derivatorna kommuterar)

&) Clairauts sats — blandade derivatorna kommuterar

Kom ih&g: Om fi2 och fa1 &r kontinuerliga i en omgivning av (a, b) galler:

f12 = fo1 | Ordningen spelar ingen roll. Anvands som kontroll: om fi2 # fo1 i din

berakning har du raknat fel.

/\ Satsen giller inte alltid

Det finns funktioner dar fis och fo1 existerar men inte ar lika. Tillrackligt villkor: de
blandade derivatorna ar kontinuerliga i omgivningen av punkten.

Tre variabler
For g(z,y, z) giller pd motsvarande sétt:
913 = g31
9123 = G321 = Gg213 = 9132 = g312 = 9231

gi112 = g121 = 9211



Indexen kan alltsd permuteras fritt — ordningen ar ej viktig (givet kontinuitet).

3. Laplaces ekvation

Manga fysikaliska system beskrivs av den partiella differentialekvationen (PDE):

fir+ foa+ fas =0

I Leibniz-notation:

0T N o*T N T
0x?2 = Oy? 022

Denna PDE kallas Laplaces ekvation och betecknas ibland Af = 0 (dar A ar
Laplace-operatorn).

Fysikalisk tolkning — stationar temperaturférdelning

En stationér (tidsoberoende) temperaturférdelning T’ = T'(x, y, z) i ett material utan

inre varmekallor uppfyller Laplaces ekvation. “Stationar” innebar att temperaturen ar

konstant i tid — varmefldde sker, men ingen punkt varms upp eller kyls ned netto.

I allménhet beror temperaturen pa bade position och tid: T' = f(z, y, 2, t). I det
stationara fallet faller tidberoendet bort.

4. Harmoniska funktioner

Definition: En funktion f som uppfyller Laplaces ekvation i ett omrade {2 kallas

harmonisk i {2:

Juu+fot+tfiz=0 iQ

2 Var dyker harmoniska funktioner upp?

e Varmeledning — stationar temperaturférdelning utan varmekallor
« Elektrostatik — elektrisk potential V' i vakuum uppfyller AV =0
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e Stromningslara — stromningspotential for inkompressibel,
rotationsfri strdmning
2D-fallet

I tva dimensioner lyder villkoret:

0’f O°f
fii+ faa=0 — @‘Fa—zﬂzo

= Visa att T'(z,y) = €3 sin(3y) ar harmonisk >
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Partial derivativerz

Symmetry of second derivatives (Clairaut’s theorem)

Laplace’s equationtz

Harmonic function
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o Paul’s Online Math Notes — Higher Order Partial Derivativestz
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2026-03-27 - Forelasning 5 (Trevariabel, andraderivator,

Laplaces ekvation)

Trevariabelfunktion

Exempet: £(2,,2) = cos(wz) + o372 = w 2 = —sin(z2)z +177, 8 =
2zyz?, %Y = —sin(zz)z + 2zy’2

Nivayta

For trevariabelfunktioner g(z, y, z) = C kan vi ej rita grafen i 3D, istallet beskriver vi
med nivaytor.

Differentialoperatorn a% ar en partiell derivatoperator m.a.p. .

Notation for andraderivator (trad)

Andraderivatorerna f11, fi2, fo1, foo f&s genom att derivera f; och fs igen.
Exempel: 2 = f(z,y) = 2y + z° In(zy)

fi =32%In(zy) + 2%, fo=4y+ %3

2 3
f11:6a7111(33y)—|—53:, f12:% :f21, f22:4—%
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Sats: Blandade derivatorna kommuterar: fio = f91 (man kan permutera dem fritt
vid kontinuitet).

Fysikaliska modeller - Stationar temperaturfoérdelning

T = f(=,y, 2, t). Stationér (tidsoberoende) temperaturférdelning T’ = f(z,y, z)
uppfyller Laplaces ekvation (PDE): ‘?;T{ + ‘?;TZ + ‘327:5 =0

Exempel 2D: T' = €% sin(3y) uppfyller Ty, + Ty, = 9€3 sin(3y) —
9e37 sin(3y) = 0 v

Kontinuitet for tvavariabelfunktioner

lim(w,y)—>(a,b) .f(xa y) - f(a’7 b)

(Jamfor envariabelfallet: gransvardet ska finnas och vara lika med funktionsvardet.)



