Masstroghetsmoment

#fysik #mekanik #rotation

Kurs: FOOO6T Forkunskaper: Rotationsmekanik, Newtons lagar, Arbete och
kinetisk energi

1. Idén bakom tréghetsmomentet

Newtons andra lag F =mag sager oss att massan ar ett matt pa hur svar en kropp ar
att accelerera translatoriskt. Nar vi gar over till rotation kring en axel behover vi en
motsvarande storhet — nagot som sager hur svar kroppen ar att vinkelaccelerera. Det ar
troghetsmomentet /.

Grundtanken

Troghetsmomentet I forhaller sig till rotation precis som massan m forhaller sig till
translation. Skillnaden ar att I inte bara beror pa hur mycket massa kroppen har,
utan ocksa pa var massan sitter i forhallande till rotationsaxeln.

Det innebar tva viktiga saker:

e En kropp har inte ett enda troghetsmoment — det beror pa vilken axel man véljer.
e Massa langt ifran axeln “raknas” mer &n massa nara axeln. Faktorn ar kvadratisk:
dubbelt avstand ger fyra ganger sa stort bidrag.

¢ Tva fragor som alltid maste besvaras forst

1. Vilken axel arbetar vi med?
2. Vilken kropp / vilken massfordelning arbetar vi med?
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Glommer man nagon av dessa blir troghetsmomentet meningslost — det ar inte en
egenskap hos kroppen ensam, utan hos paret (kropp, axel).

2. Harledning fran rotationsenergi

Den naturligaste vagen in till I gar via rorelseenergin for en stel kropp som roterar kring
en fix axel.

Dela upp kroppen i sma bitar med massor m; pa vinkelrata avstand r; fran
rotationsaxeln. Eftersom kroppen ar stel har alla bitar samma vinkelhastighet w. Den
tangentiella farten for bit ¢ ar da

Vi —=T; W.

Bit ¢:s rérelseenergi ar K; = %mivf = %mir?wz. Summera Over alla bitar:

_ _ 1 21,2
K—EKi_§ Emi'ri w.
i i

Parentesen ar en egenskap som bara beror pa massférdelningen i forhallande till axeln
— inte pa rorelsen. Den far ett eget namn:

2
I= E m;r;
i

Med detta far rérelseenergin den kompakta formen

1 2

¢ Direkt analogi

Jamfor med translation: Kians = %mv? Bytetm — I ochv — w ger

rotationsversionen. Samma analogi fungerar for momentekvationen (F' — T,
m — I, a — a) — se Momentekvationen.
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3. Troghetsmoment f6r kontinuerliga kroppar

For en kontinuerlig kropp ersatter vi summan med en integral. Bidraget fran ett
massement dm p& avstandet 7 fran axeln ar 72 dm, s

I = / r?dm
kroppen

Vid konstant densitet p kan dm = p dV flyttas in och p kan brytas ut:

I:/prde:p/rde.
\% 1%

For kroppar med plan symmetri (skivor, ringar, stanger) reduceras volymsintegralen ofta

till en enkel- eller dubbelintegral 6ver genomskarningens area.

/N 7 ar vinkelrditt avstand till axeln

Inte avstand till origo, inte radievektorns langd. Det ar specifikt det vinkelrata
avstandet fran massementet till rotationsaxeln. For en stang som roterar kring sin

egen langdaxel ar r avstandet ut till stangens yta — inte langs stangen.

4. Geometrisk tolkning

2 4r massa langt frn axeln mycket

Eftersom bidraget fran en bit massa skalar som r
viktigare an massa nara axeln. Det ar hela poangen med tréghetsmomentet — och
forklarar varfor samma kropp med samma massa kan ha helt olika troghetsmoment

beroende pa hur massan ar fordelad.

:= Demo — tva stinger med samma massa, olika férdelning >

5. Steiners sats (parallellaxelsatsen)



Det ar ofta enkelt att rakna ut troghetsmomentet kring en axel genom masscentrum,
men problemet ber oss om en annan parallell axel. Steiners sats ar genvagen.

¢) Steiners sats

Lat 1., vara troghetsmomentet kring en axel genom masscentrum, och lat P vara

en parallell axel pa avstdndet d. D& ar

Ip =TI, + Md?

dar M &r kroppens totala massa.

Figure 9.19 The parallel-axis theorem.
Baseball bat, mass M
Rotation axis 1 through the k
center of mass of the bat. e
Moment of inertia for this axis: I,

.__._".

X cm

Rotation axis 2 through point P is
parallel to, and a distance d from, axis 1.
Moment of inertia for this axis: Ip

Parallel-axis theorem: [, = I_ + Md’

Tva observationer:

1. Bidraget M d? ar alltid positivt. Det betyder att I, 4r det minsta
troghetsmomentet for nagon axel parallell med en given riktning — flytta axeln bort

fran cm och I kan bara 6ka.



2. Satsen kraver att axlarna ar parallella. For roterade axlar kravs den fulla
tréghetstensorn, vilket vi inte ror i den har kursen.

¢ Praktisk anvandning

Steiners sats anvands typiskt at tva hall:

o “Flyttain tillcm.” Du har I kring en kant och vill ha det kringcm: I, =
Ip — Md>.

o “Flytta ut fran cm.” Du har ¢y, fran en tabell och vill ha I kring en lamplig
kant eller momentancentrum: Ip = I, + Md>.

6. Troghetsradie

Det ar ofta praktiskt att rapportera troghetsmomentet inte som en talvarde, utan som en
karakteristisk lcingd — den troghetsradie k£ som en motsvarande tunn cylinderhylsa
skulle behdva ha for att ge samma I:

I
I = MK <— k=1/—
M

M6.1 Troghetsradie

I M

Figur 6.1, Illustration av begreppet troghetsradie

Troghetsradien har dimensionen langd och sager nagot geometriskt om var massan
sitter i forhallande till axeln. Den anvands flitigt i konstruktionssammanhang (svanghjul,



hjulupphangning) dar man vill beskriva “hur fordelad” en kropps massa ar utan att lista
hela I:n.

7. Sammansatta kroppar

Eftersom troghetsmomentet definieras som en integral ar det additivt 6ver rumsligt
atskilda delar. Ar kroppen sammansatt av n delar med tréghetsmoment I, Io, . .., I,

kring samma axel, sa ar totala troghetsmomentet

I=L+L+-+1I,

Harledningen foljer direkt fran definitionen:

I:/r2dm: 'r2dm+/ r’dm + - ..
1% Vi Va

Tva viktiga tekniker faller ut:

e Subtraktionstrick. Vill du berakna I f6r en kropp med ett hdl? Réakna I fér den
fulla kroppen och dra av I for det fiktiva fyllnadsmaterialet i halet. Bada termerna
kan tas fran standardtabeller.

o Symmetritrick. Ar kroppen symmetrisk s& att tva delar bidrar lika mycket, racker
det att rakna ena halvan och dubbla.

8. Tunna skivor

Tunna plana kroppar har en anvandbar specialregel: vinkelaxelsatsen (perpendicular

axis theorem).

¢ Vinkelaxelsatsen (endast plana kroppar)

Ligger kroppen i zy-planet och later vi z-axeln vara vinkelrdt mot planet, s ar

dar alla tre axlar gar genom samma punkt.



YA
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=

Bevisidén &r enkel: fér en punkt (x, y) i planet &r avstandet till z-axeln r? =%+ y2,
dvs. summan av de vinkelrata avstanden till - och y-axlarna i kvadrat. Integrerar man
bidragen 6ver skivan sa summeras integralerna direkt.

Skivans troghetsmoment med avseende pa z-axeln

1,= [ rdm=[(x* + y*)dm (6.4)
Troghetsmomentet med avseende pa x- respektive y-axlarna :

I, = [ y*dm (6.5)

1, = [ x*dm (6.6)

Fréan ekvationerna (6.4)-(6.6) inses att
Izz = Ixx + Iyy (6'7)
géller for en tunn skiva som saknar utstrackning i z-led.

skapas

‘= M 6.2 — halvskiva >

9. Sammanfattning och metodik



¢ Hur man tar fram tréghetsmomentet i ett problem

1. Identifiera axeln. Vilken &r rotationsaxeln? Ar den fix, g&r genom cm,
eller momentancentrum?

2. Identifiera kroppen. Ar den homogen? Sammansatt av enkla delar? Har den
ett hal?

3. S1& upp eller hirled. Sok i Fysika eller Adams, eller anvand I = f r2dm
direkt om kroppen ar enkel.

4. Anvand Steiners sats for att flytta axeln om det behodvs.

5. Anvand vinkelaxelsatsen om kroppen ar plan och axeln ar vinkelrat
mot planet.

6. Summera 6ver delar for sammansatta kroppar (eller subtrahera, for hal).

Storhet Translation Rotation kring fix axel
Troghet m (massa) I (troghetsmoment)
“Hastighet" v w

"Acceleration” a o

"Kraftmotsvarighet” F=ma T=1I«

Rorelseenergi %mv2 %Iw2

Rorelseméangd P = mu L=1w

/\ Vanliga fallgropar

o Glomt parallellaxelsatsen nar axeln ligger en bit fran cm.

o Anvant fel r: r ar vinkelrdta avstandet till rotationsaxeln, inte
radievektorns langd.

» Antagit konstant densitet utan motivering — kontrollera om kroppen ar
homogen innan p bryts ut.

o Adderat troghetsmoment kring olika axlar. Additivitet kraver samma axel.



Tillampningar — utfoérda exempel

‘= Exempel A — trissa, tva lastfall >

:= Exempel B — jojo (tenta 190320) >

:= Exempel C — halvklot kring fix diameteraxel ( M 7.3 i kompendiet) >

Lasning

e 9.4 Energy in Rotational Motion

9.5 Parallel-Axis Theorem

¢ 9.6 Moment-of-Inertia Calculations

e M6.1Troghetsradie

¢ M 6.2 Sammansatta kroppar

¢ M 6.3 Tunna skivor

o Fysika: Tf-tabellen for standardkroppar

Se aven

¢ Rotationsmekanik
 Momentekvationen

¢ Rorelsemangdsmoment
o Allman rorelse

¢ Momentancentrum

e Masscentrum

Resurser

e Khan Academy: Moment of inertiarz — bygger upp I via samma summa 6ver bitar.
o Wikipedia: List of moments of inertiaiz — referenstabell nar Fysika inte racker till.
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e MIT OCW 8.01: Lecture 21z — Walter Lewin gor en klassisk demonstration av
Exempel-A-typ.
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