Polara koordinater

#matematik #fysik #mekanik #kinematik #koordinater

Kurser: FOO04T, FOO06T, MO0O66M Forkunskaper: Vektorer och
rorelse, Cirkelrorelse

1. Position i polara koorxrdinater

Det polara koordinatsystemet beskriver en punkt i planet med tva tal: avstandet » > 0
till origo och vinkeln 6 fran positiva 2-axeln, matt moturs.

x = 1 cosb, y = rsinf

Omvant far vi tillbaka de kartesiska koordinaterna ur

r =+ 1y 0 = arctan% (ratt kvadrant!).

Grundtanken

Polara koordinater ar det naturliga spraket for rorelse som har en féredragen punkt
— origo. Allt som handlar om avstand till en punkt eller vridning kring en punkt blir
mycket enklare &n med kartesiska (x, y).
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/\ Singulariteten i origo

I origo &r vinkeln @ obestamd: alla varden 6 € [0, 27) ger samma punkt. Fér
kartlaggningar mellan polart och kartesiskt brukar man tillata detta som en mangd
med area noll — utanfor origo ar bytet bijektivt.

A

2. Den rorliga basen 7,6

Varje punkt (r, 9) i planet har sin egen lokala bas: en enhetsvektor 7 som pekar radiellt
utdt frn origo, och en enhetsvektor @ som pekar transversellt (90° moturs fran 7).

# = (cos 6, sin 9), 0 = (—sin 6, cos 0)

Polar bas é,, ég — hastighet v =&, + ro &g

= bana
= o, — radiell enhetsvektor
47 y — g — tangentiell enhetsvektor
v === hastighet v
3 -
2 -
1 -
0 1 X
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¢ Den polira basen ar rérlig

Till skillnad fr&n kartesiska 2, 7 — som pekar likadant dverallt — dndras 7 och 6 fran
punkt till punkt. Det ar just denna rérlighet som ger upphov till de “extra” termerna
i hastighet och acceleration nedan.

Basen &r fortfarande ortonormerad i varje punkt: 7 - @ = 0 och |#| = |0] = 1.

3. Hur basen andras i tiden

Eftersom 7 och 8 beror pa @, och @ kan bero pa tiden, s dndras basvektorerna nar
partikeln ror sig. Deriverar man uttrycken i §2 med kedjeregeln far man

di . df -

= =06, = =-67

dt dt
Bilden nedan visar tanken: nar partikeln ror sig fran en punkt med vinkel @ till en med
vinkel @ + d#, vrids hela basen med vinkeln df. Andringen d7 ar en vektor vinkelrét mot

7 — alltsa langs 0.



Basvektorerna r, 6 vrids nar vinkeln 6 andras

>

¢ Snabb minnesregel

Bagge derivator ar “rotation med vinkelhastighet 6'i moturs riktning”:

o 7 vrids &t +0-hallet = df/dt = +66.
o Qvrids &t —7-hallet = df/dt = —67.

4. Hastighet

Positionsvektorn till en partikel kan skrivas 7 = 7 . Tidsderivering med produktregeln,
plus dit /dt = 66, ger



Texm Namn Tolkning
r radiell hastighet hur snabbt avstandet till origo andras
r transversell hastighet  hur snabbt partikeln “svanger runt” origo

¢ Baglangdsperspektivet

Faktorn 7 i 7@ kommer av att en liten vinkelandring d@ vid avstand r svarar mot
baglangden r df. Vid stdrre r ger samma vinkelhastighet en storre tangentiell
fart — precis som ett barn langst ut pa en karusell ror sig fortare an ett som sitter
nara mitten.

5. Acceleration

Deriverar man @ = 7 # + 70  en gang till — och haller koll pa att aven  och 0 deriveras
— far man

d=(#—r0%) 7+ (rf +2/0) 8




Accelerationen a =a,r+ a0 i polara koordinater

—

a

ag=ro+2r6

Komponentvis:

aT:i*—réz, a9:r§+2f9.

¢ De fyra termerna och vad de betyder

Texm Namn Vad den fangar

partikelns avstand till origo

r ren radiell acceleration
accelererar
. krokning av banan; pekar indt
—rh? centripetalterm X
(negativt )
i tangentiell rotationen kring origo snabbas
r

vinkelacceleration pa/bromsas



Texm Namn Vad den fangar

. uppstar nar bade r och 0
210 Coriolisterm
andras samtidigt

¢ Specialfall: likformig cirkelrorelse

Sattr = R (konstant),sar =% = 0, ochf = w (konstant), sa 6 = 0. DA blir

d=—-Ru*t = |d|=

| S

dar vi anvant v = Rw. Detta ar precis centripetalaccelerationen — minustecknet
sager att den pekar in mot origo. Bra sanity-check: kinematiken i polara koordinater
maste ge samma svar som specialfallet.

6. Rakneexempel: bilen pa en rak vag

Det enda stallet polara koordinater dyker upp i FOOO6T-proven ar polisradar-
problemet. Det finns i tva sifferversioner men lses exakt likadant, och hela l6sningen
vilar pa en enda mening i uppgiften: bilen kor pa en rak vag. Utan den meningen ar
problemet olosbart; med den blir det rattframt. Las darfor hela det har avsnittet som en
enda lang motivering av varfér man far géra det man gor — rakningen i exemplen ar
sedan bara att fylla i siffror.

I\ Matvardena racker inte i sig — det ar darfér vagen maste vara rak

Radarn rapporterar bara fyra kinematiska tal: r, 6, 6 och 7 (plus massan m).
Men accelerationsformeln

a=(#—r0%) 7+ (rf+210)0

innehaller dven - och @ — tva storheter vi inte fatt. Att bara satta dem till noll vore
att hitta pa fysik och ger fel svar. Det som raddar oss ar att banan ar kand: en rak
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linje. En k&nd bana binder ihop 7 och 6, och darmed ocksa alla deras derivator. Det
ar den bindningen som levererar de tva saknade talen.

Den barande idén: en kdand bana ar ett tvdng, och ett tvang far deriveras

Jamfor en fri partikel med en parla tradd pa en staltrad. Den fria partikeln kan ha
vilken kombination som helst av de sex talen r, 7, %, 6, é, 6 — de &r oberoende.
Parlan pa trdden ar [&st: s fort vi vet var pa trdden den ar (sag vinkeln 0) ar r
bestamt; d& ar 7+ [3st till §, och 7 1&st till  och 6. Bilen pa den raka vagen dr parlan,
och vagen ar traden. Vi skriver traden som en ekvation som géller vid varje
ogonblick bilen rullar — och just darfor far vi derivera den i tiden: en likhet som
alltid &r sann har en tidsderivata som ocksa alltid &r sann. Varje derivering knyter
ihop en ny derivata, och sa fyller vi luckorna 7 och 6.

6.1 Tradens ekvation: rsinf = d

Polisradarn star inte pd vagen utan vid sidan av den, pa& det vinkelrata avstandet d till
vagbanan. Det avstandet dndras aldrig — radarn flyttar sig inte och vagen ar rak. Det &r
hela tvanget, och vi laser av det direkt ur figuren.



Bilen pa en rak vag: d = rsin0 ar konstant

D>

F_

\_b% rak vag
>

v (langs vagen)

rsin @

d=

polisradar

Titta pa den ratvinkliga triangeln: radarn i ett horn, bilen i ett annat, och fotpunkten (dar
det vinkelrata avstandet moter vagen) i det tredje. Hypotenusan ar synlinjen r, och 6 ar
vinkeln mellan synlinjen och sjalva vagen. Kateten som star vinkelrat mot vagen ar da

r sin @ — men den kateten dr per definition det vinkelrata avstandet till vagen. Alltsé:

d = rsin 0 = konstant

Lagg marke till vad € betyder har: vinkeln mats fran vigens riktning. Nar bilen ar langt
borta l6per synlinjen nastan parallellt med vagen och @ ar litet; nar bilen ar rakt fér om
radarn (ndrmaste punkten) ar synlinjen vinkelrat mot vagen och & = 90°; nar bilen
sedan avlagsnar sig minskar @ igen.

¢ Allt som féljer arver antagandet "rak vag"

Det ar enbart for att vagen ar rak som 7 sin 6 4r samma tal vid alla tidpunkter. Vore
vagen krokt skulle det vinkelrdta avstandet till radarn variera, hogerledet vore inte
langre en konstant, och derivatorna nedan skulle fa extra okdanda termer — da gar
problemet inte att l6sa med enbart radarns fyra tal. Varje steg i §6.1 och i bada



exemplen lutar sig mot denna enda forutsattning. Stryk “rak vag” och hela
metoden faller.

Steg 1 — derivera tradden en gang; det ger 7. En storhet som ar konstant i tiden har
tidsderivatan noll. Derivera vansterledet 7 sin @ med produktregeln (bade r och @ beror
pa tiden):

d

a(rsin@) — sin@ + rcosf6 = 0.

Detta ar inte en formel att memorera utan ett villkor med en fin tolkning: de tva satten
avstandet till vagen kan dndras pa — genom att 7 véaxer (ger 7 sin 0) eller genom att
vinkeln vrids (ger r cos 6 é) — tar alltid ut varandra exakt, sa att summan blir noll och
bilen aldrig lamnar vagen. Loser vi ut den radiella farten:

# = —rfcoth

Den okanda 7 &r nu uttryckt i de matta talen r, 6, 0. Det &r rak-vag-antagandets forsta
utdelning: en av luckorna ar fylld utan att vi behévt mer matdata.

Steg 2 — derivera traden en gang till; det ger 6. Villkoret 7 sin 6 + r cos 0 = 0 &r
ocksa sant vid varje tidpunkt, sa aven det far deriveras i tiden. Produktregeln pa var och
en av de tva termerna:

fsin@—i—f*cos@é + fcos@é—rsin@éz —|—rc059é: 0.

-~

4 (7sin ) %(r cos@é)

De tv& likadana 7 cos 6 f-termerna slas ihop till en faktor 2 (samma struktur som
Coriolistermen langre upp — det ar ingen slump, det ar produktregeln pé ett blandat 76
-uttryck):

#sin® 4+ 270 cosd — rf2sinf + rh cos§ = 0.

Nu &r 6 den enda obekanta kvar: r, 0, 9, 7 ar matta och 7 kom fran steg 1. Los ut den:

r02sin@ — 270 cos  — i sin 6

é:

r cos 6

Darmed har vi alla sex polara storheter. Notera sarskilt att 6 i allmanhet inte r noll —
den raka vagen tvingar fram en bestamd vridningsacceleration kring radarn, och just
darfor ar det ett fel att slentrianmassigt anta @ = 0.



Steg 3 — nu, och forst nu, accelerationsformeln. Poangen med steg 1-2 var att fylla
luckorna 7 och 6. Med dem pa plats ar resten ren insattning i den vanliga polara
kinematiken, foljt av Newtons andra lag:

ay =7 — 162, ag = 76 + 276, d| = 4/ a2 + a2, |F| = m|d].

&) En oberoende sluttest: accelerationen ligger langs vagen

Eftersom en rak vag har krokning noll far varken hastigheten eller accelerationen
nagon komponent vinkelrdt mot vagen — bada vektorerna pekar langs vagbanan.
Det ger en gratis kontroll: raknar man om v och a till zy-komponenter ska de bli
parallella. Ar de det vet man att steg 1-2 &r rétt; ar de det inte har tvanget
hanterats fel. Detta &r samma fysik som 7 sin # = konstant, sedd fr&n andra héllet.

:= Exempel 1 — Polisradar (FOO06T, tenta 2022-03-27 / 2025-06-04) >

:= Exempel 2 — Polisradar med andra siffror (FO006T 2024-08-27 / 2025- >
08-26)

¢ Sammanfattning: vad antagandet "rak vag" gor for oss

Bada tentauppgifterna ser ut som rena insattningsproblem, men radarn ger bara
fyra kinematiska tal medan accelerationen behover sex. Det ar den raka vagen —

och bara den — som fyller gapet:

1. Rak vag = det vinkelrata avstandet r sin § = d ar konstant i tiden.

2. Derivera en gang = 7 (annars okand).
3. Derivera tva ganger = 6 (annars okénd; i synnerhet inte noll).

4. Forst darefter a i poléara koordinater, sedan F' = ma.

Det vanliga, naiva felet ar att hoppa direkt till steg 4 och gissa 7 och 6.Da
forsvinner hela fysiken i problemet, och svaret blir bara ratt aven slump om



gissningen rakar matcha tvanget. Lar dig kedjan “rak vag — derivera tvanget —
accelerationsformeln”, inte siffrorna.

I\ Vanliga fallgropar

o Hittat pa r eller satt 6 = 0. Matvardena innehaller inte 7 och 6 — de méste
raknas fram ur rak-vag-villkoret. Att gissa 6 = 0 ar fysikaliskt fel: en rak vag
tvingar fram en bestamd 6 = 0.

o Glomt centripetaltermen —r2. Att skriva a, = T stammer bara om bilen
inte vrider sig kring radarn.

« Glomt Coriolistermen 276. Faktorn 2 kommer fran produktregeln
i derivationen.

« Riknat |a| = |a,| + |ag|. Komponenterna &r ortogonala — det &r Pythagoras

som galler: |d| = /a2 + ag.

7. Sammanfattning

Storhet Uttryck i polara koorxrdinater
Position 7 rT
Hastighet ¥ 77+ 1600
Acceleration @ (7 — rd2) 7 + (rf + 276) 6
Basvektorernas tidsderivator %" —00 d_é — _0p

dt T dt

¢) Metodikchecklista
Nar en uppgift ger matvarden i polara koordinater:
1. Rékna mitvirdena. Fér du alla sex storheter (7, 7, 7, 0, 8, 8)? Om n&gon

saknas finns ett tvdngsvillkor (t.ex. rak vag, r sin @ = konst) som ska
deriveras for att fa de saknade derivatorna — gissa aldrig.



2. Satt upp formeln for U eller a symboliskt forst — sd ser man vilka matvarden
som behdvs.

3. Berdkna a, och ay komponentvis. Var noga med teckenkonventioner: 7» < 0
betyder att partikeln narmar sig origo, 6 <0 betyder vridning medurs.

4. Ortogonalt belopp:l&'\ = \/m.

5. Newton avslutar: |F'| = m/|ad].

6. Sanity-check mot specialfall (cirkelrorelse, ren radiell rorelse) eller via farten

v=14/7?+ (r6)2.

Lasning

M2 Polara koordinater — FO006T:s primara kursunderlag (Lehto)

8.5 Polar Coordinates and Polar Curves — grundlaggande geometrisk
introduktion (Adams)

12.6 Polar Components of Velocity and Acceleration — harledning av samma
formler i kalkylbockernas sprak

3 Motion in Two or Three Dimensions — Young & Freedman om allman
2D-kinematik

Se aven
o Cirkelrorelse — specialfall dar r ar konstant
o Vektorer och rorelse — kartesiska motsvarigheter till samma kinematik
o Variabelbyte i dubbelintegraler — polara koordinater som integrationsverktyg (
dA = rdr df)
o Polar form for komplexa tal — samma koordinater, andra tillampning
Resurser

Khan Academy: Polar coordinatestz — kort introduktion

Wikipedia: Polar coordinate systemrz

MIT OCW 8.01 — Lecture on motion in 2Dz — kompletterande genomgang
av vektorkinematik
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