Skalarproduktsxrum

#linjar-algebra  #inreprodukt #vektorrum

1. Repetition: skalarprodukten i R”"
I R™ har vi redan den bekanta punktprodukten (dot product):

U = Uv1 + UV + ¢ -+ Uy,

gl

dard = (u1,...,un)ochd = (v1,...,vp).

Denna produkt ger oss verktyg som vinkel, langd och avstand — begrepp som ar
centrala i geometri och optimering. Fragan som denna férelasning besvarar ar: kan vi
definiera liknande begrepp pa andra vektorrum, som polynomrum eller funktionsrum?

2. Allman skalarprodukt — definition

Definition: Skalarprodukt (inre produkt)

Lat V vara ett reellt vektorrum. En skalarprodukt (inner product) pa V' ar en
funktion (-, +) : V' x V' — R som uppfyller féljande fyra axiom for alla @, ¥, W €
V och alla skalérer ¢ € R:

Nx Axiom Namn
1 (u,v) = (¥, u) Symmetri
2 (U + v, w) = (d,w) + (v, w) Additivitet

3 (ct, V) = c(U, D) Homogenitet
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Nx Axiom Namn

o
S/l
'V

0, med likhet om och bara om
4 Positivdefinithet

Ett vektorrum utrustat med en skalarprodukt kallas ett inre produktrum.

¢ Axiom 2 + 3 tillsammans kallas linjaritet i férsta argumentet

Tack vare symmetrin (axiom 1) ar skalarprodukten aven linjar i det andra
argumentet. Man sager att den ar bilinjar.

3. Noxrm och avstand

Fran en skalarprodukt kan vi definiera langd och avstand:

Definition: Norm och avstand

L&t (-, -) vara en skalarprodukt pa V.

Normen (langden) av u:

Koppling till geometri: Vinkelrathet (ortogonalitet) och kortaste avstand definieras med
hjalp av normen. Begreppet “vinkelrat” i ett allmant inre produktrum betyder att

(@,3) = 0.


file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Ortogonalitet

4. Grundlaggande rakneregler

:= Exempel 1: Skalarprodukten av nollvektorn med valfri vektor >

:= Exempel 2: Avstandet ar symmetriskt >

‘= Exempel 3: Utveckla (24 — 39,4 + 29) >

5. Skalarprodukter pa R"
5.1 Standardskalarprodukten

:= Exempel 4: Standardskalarprodukteni R™ >

5.2 Viktade skalarprodukter
‘= Exempel 5: Viktad skaldrprodukt i R? >
&) Generell viktad skalarprodukt
P& R™ med vikter wy, wa, . .., w, > 0:
(1, V) = wiu1v1 + waugvs + - - - + WnUnVn

Kravet ar att alla vikter ar strikt positiva (w; > 0). Om nagon vikt vore 0 eller
negativ bryts axiom 4 (positivdefinithet).

5.3 Icke-exempel: nar villkoren inte uppfylls



:= Exempel 6: En funktion som inte ar en skalarprodukt — nollvikt >

:= Exempel 7: En funktion som inte ar en skalarprodukt — saknar symmetri >

5.4 Matrisbaserad skalarprodukt

:= Exempel 8: Skalarprodukt via en inverterbar matris >

6. Skaladrprodukter pa polynomrum

6.1 Evalueringsskalarprodukt
Den viktigaste typen av skaldrprodukt pa polynomrum bygger pa att evaluera
polynomen i fasta punkter och bilda en viktad summa.

¢ Evalueringsskalarprodukt pa P,

Valjn + 1 distinkta punkter g, 1, . . . , Z,, och positiva vikter

W, Wi, - . ., Wy, > 0. Definiera:

(p,q) = wop(x0) q(0) + w1 p(21) ¢(1) + - - - + wr p(20) q(20)

Krav: Man behdver minst n + 1 distinkta punkter for IP,,. I P behovs alltsa minst 3

punkter; i Py beh6vs minst 8.

Varfér just n + 1 punkter? Ett polynom av grad < m som ar nollin + 1 punkter maste
vara nollpolynomet (det har fler nollstallen &n grad). Detta sakerstaller axiom 4: om
p # 0 méste p(x;) # 0 fér minst ett 4, och med positiva vikter ger detta (p, p) > 0.

:= Exempel 9: Evalueringsskalarprodukt pa [Py (tre punkter) >



6.2 Icke-exempel: for f3a punkter

:= Exempel 10: Bara tva punkter i P2 — inte en skalarprodukt >

6.3 Fler exempel pa Py

:= Exempel 11: Tva evalueringspunkter i P — giltigt eller ej? >

:= Exempel 12: Icke-symmetrisk evalueringsprodukt >

:= Exempel 13: Tre punkter med positiva vikter — giltig skalarprodukt >

7. Skalarprodukter via integration

Integration ger en naturlig skalarprodukt pa funktionsrum. Till skillnad fran
evalueringsskalarprodukter (som samplar i andligt manga punkter) tar integralen hansyn
till funktionens beteende éverallt.

7.1 Pa polynomrum

:= Exempel 14: Integralskalarprodukt p& polynomrum >

7.2 Pa funktionsrum

‘= Exempel 15: Integralskalidrprodukt pd C[a, b] >



8. Sammanfattning: checklista f6r skalarprodukter

Kontroll Friga att stadlla
Symmetri Ar (4, v) = (U,d)?
Additivitet Kan vi “bryta ut” en summa?
Homogenitet Kan vi “dra ut” en skalar?

Positivdefinithet  Ar (i, i) > 0 foralla # 0?

/\ Vanligaste fallgropen

Axiom 4 ar nastan alltid det axiom som bryter. Kontrollera alltid:

o Viktad skalarprodukt: Alla vikter strikt positiva?
 Evalueringsskalarprodukt: Tillrackligt manga distinkta punkter?
 Matrisbaserad: Ar matrisen inverterbar?

9. Skalarprodukt pa matrisrum — sparet

Forutom R™, polynomrum och funktionsrum kan man definiera skalarprodukter pa
matrisrum. Den viktigaste konstruktionen anvander sparet (trace).

9.1 Definition via sparet

Definition: Frobenius-skalarprodukt

Definiera pa M, v, (allam X n-matriser):

(A, B) = tr(AT B)



dar tr betecknar sparet — summan av diagonalelementen.

Varfér fungerar detta? Om vi “vecklar ut” matriserna till vektorer i R™" (genom att
stapla kolumnerna) motsvarar tr( A% B) precis standardskalarprodukten av de
utvecklade vektorerna. Det beror p& att (AT B);; = Y, ay;by;, och summan

av diagonalelementen ger tr(AT B) = sz aj.;br; — precis den elementvisa

produktens summa.

:= Exempel 16: Skalarprodukt pa M5 via sparet >

10. Berdkningsexempel: norm och avstand

Nu tillampar vi skalarprodukten for att berdkna norm (langd) och avstand i olika rum.

:= Exempel 17: Norm och avstand i Py med evalueringsskalarprodukt >

11. Basta approximation — tillampning av
skalarprodukten

En av de viktigaste tillampningarna av skalarprodukter ar att hitta den basta
approximationen av en funktion med ett polynom. Idén &r att minimera avstandet (i
skalarproduktens mening) mellan funktionen och polynomet.

:= Exempel 18: Approximera e* med ett andragradspolynom >

12. Centrala olikheter och satser

I ett allmant inre produktrum galler samma fundamentala olikheter som i R™. Dessa
olikheter foljer enbart fran de fyra axiomen — de géller i alla inre produktrum oavsett om



vi jobbar med vektorer, polynom, matriser eller funktioner.

12.1 Cauchy-Schwarz olikhet

¢ Sats: Cauchy-Schwarz olikhet

L&t (-, -) vara en skalarprodukt p& V. D4 giller for alla @, v € V:

med likhet om och bara om % och ¥ &r linjart beroende (dvs. den ena &r en skalar
multipel av den andra, eller en av dem ar nollvektorn).

Bevisidé: Om ¢ = 0 giller olikheten trivialt (bada sidor &r noll). Antag @ # 0 och
betrakta vektorn w = u — %T} (ortogonala projektionens residual). Axiom 4 ger
<’lD, ’df} > 0. Att utveckla denna olikhet med hjalp av bilinjariteten ger exakt Cauchy-

Schwarz olikhet.

Specialfall i R™: Med standardskalarprodukten &terfas den klassiska Cauchy—
Schwarz olikheten:

[urvr + ugvg + -+ + Upvn| < AVud Ul SR+ 02

Tolkning: Cauchy—-Schwarz begransar hur “parallella” tva vektorer kan vara relativt sina
normer. I R™ med standardprodukten kan man definiera vinkeln @ mellan % och v via
cosf = % och olikheten sager att | cos @] < 1 — helt konsekvent med att cosinus
alltid ligger mellan —1 och 1. I allmanna inre produktrum (polynom, funktioner) saknas
geometrisk vinkel, men Cauchy-Schwarz galler anda och kan anviandas som en

generaliserad vinkeldefinition.

12.2 Triangelolikheten

¢ Sats: Triangelolikheten

L&t (-, -) vara en skaldrprodukt p& V. D4 giller foralla i, v € V:



12 + o] < |lul + 9]

Bevis:

|4+ 9||? = (4 + ¥,4 + 3) = ||u]]® + 2(u, ¥) + ||¥]]?

Anviand Cauchy-Schwarz: (i, v) < [(u,v)| < ||d||||¥]]:

< Jl@|® + 2l[] |15 + (1312 = (ll@] + [I5])*

Ta roten ur bada sidor (bada icke-negativa):

[+ 9] < [laf| + o] ™

Foljdsats — triangelolikheten f6r avstand:

d(u,v) < d(d,w) + d(w, V)

Bevis av foljdsatsen: Satta — U4 — w ochb = 1 — 4. DA ger triangelolikheten:
d(i,7) = ||i — | = [|a@+b|| < @] + [|b]| = d(d, ) + d(, )

Tolkning: Triangelolikheten sager att den raka vagen alltid ar kortast — att ga via en
mellanpunkt %0 kan aldrig ge ett kortare avstand. Namnet kommer fran att i en triangel
med hérn 4, U, W ar varje sida kortare &n summan av de andra tva. Denna olikhet galler
i alla inre produktrum och ar fundamental for att normen verkligen ska bete sig som

en “langd”.

12.3 Pythagorassatsen (generaliserad)

¢ Sats: Pythagorassatsen

L&t (-, -) vara en skalarprodukt p& V. D4 giller:

ild = i+ =) + s’

(Ortogonalitet (1, ¥) = 0 &r ekvivalent med att Pythagoras sats galler.)

Bevis:



i + 6||* = (@ + ¥, d + 0) = [|d]]* + 2(d, ¥) + [|5]|*

Likhet med ||2||? + ||¥||? galler om och bara om 2(t, ¥) = 0, dvs. (4, ¥) = 0, dvs.
ul vl

Tolkning: I R? med standardprodukten ger detta den klassiska Pythagoras sats for
ratvinkliga trianglar. Men satsen galler i alla inre produktrum: om tva polynom &r
ortogonala (deras skalarprodukt ar noll) galler att “normen av summan i kvadrat =

summan av normerna i kvadrat”. Pythagorassatsen generaliseras aven till fler an tva
vektorer: om v, Us, . . . , U}, ar parvis ortogonala, s& giller

11 + Uz + -+ + | = [[B1]% + [|02]|* + - - + ([T

13. Ortogonala och ortonormala mangder
13.1 Definition

Definition: Ortogonal mingd

En mangd vektorer {¥y, Uy, . .., Uy } i ett inre produktrum V' kallas ortogonal om
vektorerna ar parvis ortogonala:

<6i,17j> =0 foralla 7&]

(Varje par av distinkta vektorer i mangden har skalarprodukt noll.)

Definition: Ortonormal mangd

En ortogonal mangd kallas ortonormal om dessutom varje vektor har norm 1:
|U;|| =1 for allai

Ekvivalent:



o 1 omz=7
(Ui, Uj) = 045 = L
0 omi#j

(0;; kallas Kronecker-delta.)

Tolkning: En ortogonal mangd ar en samling vektorer som alla ar vinkelrata mot
varandra — en generalisering av koordinataxlarna i R™. En ortonormal méangd ar
dessutom “normaliserad” sa att varje vektor har enhetslangd. Standardbasen
{€1, €, ...,E,} i R™é&rdet enklaste exemplet pa en ortonormal mangd.

13.2 Varfor ar ortogonala mangder viktiga?

¢/ Sats: Ortogonala nollskilda vektorer ar linjart oberoende

Om {9, ¥s, - . . , U } &r en ortogonal mangd och ingen vektor &r nollvektorn, s &ar
mangden linjart oberoende.

Bevis: Antag att ¢;U; + CoTs + « - - + ¢ ), = 0. Ta skalarprodukten med Uj pa
bada sidor:

1Ty + -+ - + T, B;) = (0,;) = 0

Bilinjariteten ger: ¢1 (U1, ¥;) + - - - + ¢ (Vx, U;) = 0.

Alla termer utom den j:te férsvinner pé grund av ortogonaliteten ((U;, ¥j) = 0fori #
J):
Cj <6j7 6J> =0

Eftersom v; # 0 galler (Uj,U;) > 0 (axiom 4), sd ¢; = 0. Detta galler fér alla j, alltsd
cp=cp=---=c¢,=0.1

Praktisk konsekvens: Om vi har en ortogonal mangd med n nollskilda vektorer i ett 1~
dimensionellt inre produktrum, bildar den automatiskt en bas — en ortogonal bas. Och
om vi dessutom normaliserar vektorerna till enhetslangd far vi en ortonormal bas.

13.3 Rakneexempel
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‘= Exempel 19: Visa att en mangd ar ortogonal i R3 >

:= Exempel 20: Ortogonal mangd i R3 — korrekt verifiering >

13.4 Fordelen med ortonormala baser

Om B = {¥y, ..., U,} &r en ortonormal bas fér ett inre produktrum V' blir
koordinatberakningen extremt enkel:

Z]p =

Koordinaterna fas genom skalarprodukter — ingen Gausselimination behovs!
Varfor? Om & = c;U1 + - - - + ¢, Uy, och vi tar skalarprodukten med 9;:
(2,75) = c1(V1,0j) + -+ - + en(Un, Uj) = ¢j - 1 = ¢;

(Alla termer utom den j:te forsvinner tack vare ortogonaliteten, och den j:te férenklas
tack vare ||U;|| = 1.)

14. Sammanfattning: checklista for skalarprodukter

Kontroll Friga att stalla
Symmetri Ar (u,v) = (U,4)?
Additivitet Kan vi “bryta ut” en summa?
Homogenitet Kan vi “dra ut” en skalar?

Positivdefinithet  Ar (i, %) > 0 forallad # 0?



/\ Vanligaste fallgropen

Axiom 4 ar nastan alltid det axiom som bryter. Kontrollera alltid:

o Viktad skalarprodukt: Alla vikter strikt positiva?
 Evalueringsskalarprodukt: Tillrackligt manga distinkta punkter?
 Matrisbaserad: Ar matrisen inverterbar?

Sammanfattning av skaldrprodukter vi har sett

Rum Skalarprodukt Krav
R™ (standard) (U, v) = wv; Inga extra
R™ (viktad) (U, v) = wiu;v; w; >0
R™ (matrisbaserad) (u,v) = (Au) - (A¥)  Ainverterbar

(p,q) = > n + 1 distinkta punkter,
P,, (evaluering)

> wip(xi)q(w;) w; >0
P, eller C|a, b] (p,q) =

b Inga extra

(integral) [ p(x)q(x) dx

M, (Frobenius) (A, B) = tr(ATB) Inga extra

Resurser

Videor

e 3BluelBrown: Abstract vector spacesz — varfor abstrakta vektorrum och
funktionsrum beter sig som R"

e 3BluelBrown: Dot products and dualityz — skalarprodukt och projektion visuellt

e MIT 18.06SC: Orthogonal Vectors and Subspaces (Gilbert Strang)z —
ortogonalitet och inre produkt
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e MIT 18.06SC: Projection Matrices and Least Squares (Gilbert Strang) iz — basta
approximation och normalekvationer

Wikipedia

e Inner product spacer

e Dot producte

e Cauchy-Schwarz inequality &
¢ Orthonormality

e Frobenius inner productez

e Function spacem

Féxdjupning

e Kurshok kap 6.1 — fullstandig genomgang av inre produktrum med bevis
e Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Inner Productstz
o Georgia Tech — Interactive Linear Algebra: Orthogonal Sets 2
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