Vektorfalt

#matematik #flervariabelanalys #vektoranalys

Kurs: MO068M Férkunskaper: Funktioner av flera variabler

1. Idén bakom ett vektorfalt

En vanlig funktion f : R™ — IR ger ett tal i varje punkt — ett skalarfalt. Ett vektorfalt gor

samma sak, men ger en vektor i varje punkt.

Grundtanken

Forestall dig en vatska i rorelse: i varje punkt har vattnet en hastighetsvektor. Det ar
ett vektorfalt. PA samma satt har gravitationen, elektriska falt och magnetfalt en
riktning och styrka i varje punkt — alla ar vektorfalt.

Surface: Velocity magnitude (m/s) Streamline: Velocity field Arrow Surface: Velocity field
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Hastighetsfalt i porést medium.

2. Definition

Ett vektorfalt ar en avbildning som tilldelar varje punkt i rummet en vektor:
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F:R"=R",  F(z,y) = (P(z,y), Qx,)),

elleri 3D

F(maya Z) - (P(il?,y, 2)7 Q(w7y7 Z), R(xaya Z))

¢/ Notation

Viskriver F = Pi+ Qj + Rkeller F = (P, Q, R) omvaxlande.
Komponenterna P, (), R &r vanliga skalarfunktioner.

:= Exempel — fltet ﬁ(a:, y) = —yi + 333 >

Typiska exempelfalt

o Hastighetsfalt i en vatska.
o Kraftfalt (gravitation, elektriskt).
o Gradienten V f av en skalarfunktion.

3. Integralkurvor — kurva som féljer faltet

En naturlig fraga ar: vilken kurva 7(t) = (z(t), y(t)) har F* som tangent i varje punkt?
Vi kraver

() = A(t) F(F(t)).

Med F' = (F1, F») ger detta

och genom att dela ekvationerna elimineras parametern:

dy—F2 o
dCB_Fl < /Fldy—/dea:

For exemplet F = —y'z + a:j ger detta cirkulara flédeslinjer kring origo (radien
bevaras), vilket stammer med bilden av en stelkroppsrotation.


file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Gravitation
file:///opt/buildhome/repo/public/koncept/Gradient-och-riktningsderivata

Icke-konservativt falt
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Vektorfélt med synliga flédeslinjer.

4. Konservativa falt och skalar potential

&) Definition
F  kallas konservativt om det finns en skal&rfunktion ¢ — en potential — sa att

— —

F =V¢.

¢ ar en sorts “primitiv” till F’; den bestams upp till en konstant.

Konsekvens — vagoberoende

For ett konservativt falt galler

dvs. kurvintegralen beror bara pa dndpunkterna, inte pa vagen. Som specialfall blir
fo F' - d7¥ = 0 langs varje sluten kurva.

:= Exempel — hitta potentialtillﬁ’ = (01,5, z2) >
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5. Test for konservativitet

For ett 2D-falt F' = Fy 1+ Fy 7 med F = ﬁqb maste blandade andraderivator av
¢ stamma:

OFy  0*¢ 93¢ _ OF
oy Oydxr 0Oxz0y Oz’

¢ No6dvandigt villkor

OF, _ 0F,
oy Oz

Om likheten inte galler ar F' inte konservativt. For 3D kontrolleras alla
tre permutationer; det racker att hitta ett par som inte stammer for att
utesluta konservativitet.

/\ Nédvandigt — inte alltid tillrackligt

Villkoret &r nédvéndigt, men fér omrdden med hal (t.ex. R? \ {0}) racker det inte.
Se virvelfaltet i Greens sats — dar galler villkoret men faltet ar anda inte
konservativt globalt.

‘= Exempel — visa att F' = e* Vi + 207 + 22k inte &r konservativt >

6. Nar faltet ar “nastan” konservativt
Inte alla falt ar konservativa, men ett falt kan ofta delas upp som
F=V¢+G

dar 6¢ ar den konservativa delen och é ar resten. Den konservativa delen ger noll kring
slutna kurvor, s& bara GG-delen behdver beraknas direkt.
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:= Exempel — Stephans "weird example" >

7. Sammanfattning

Begrepp Formel / villkor
Vektorfalt F:R" - R"
Potential F = ﬁqﬁ

Konservativitet (2D, nédv.) ~ O0F; /0y = 0F;/0x
Vigoberoende Jo Vé - dF = ¢(b) — ¢(a)

Slutna kurvor (konservativt) 3§C F.di=0

Lasning

e 16.1 Vector and Scalar Fields
e 16.2 Conservative Fields

Se aven

¢ Gradient och riktningsderivata
» Divergens och rotation

e Kurvintegraler av vektorfalt

e Greens sats

Resurser

e 3BluelBrown: Divergence and curlz — geometrisk intuition.
o Khan Academy: Vector fields ez
o Wikipedia: Vector fieldez
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